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Valuacién de opciones asidticas de venta

Promedio geométrico, promedio aritmético y comparacién con opcién vanilla

Resumen

Se desarrolla un caso de estudio para valuar una opcién de venta asidtica de promedio geométrico con
vencimiento de tres meses y compararla con una put asidtica de promedio aritmético y una put europea
vanilla. La valuacién se realiza bajo un modelo lognormal con costo de acarreo constante. Para el promedio
geométrico se emplea la férmula cerrada de Kemna and Vorst (1990); para el promedio aritmético se utiliza
la aproximacién de Turnbull and Wakeman (1991), en la versién presentada por Hull (2018), basada en
igualacién de los dos primeros momentos. Con los pardmetros considerados, las primas son: Pyjc = 4.6415,
Pgeom = 4.6922y Pyanilla = 5.2186. Por tanto,

Parit < Pgeom < Pvanilla-

1. Introduccién

En los mercados financieros, las opciones asidticas aparecen de manera natural cuando el riesgo econémico de
una empresa depende de un precio promedio durante un periodo, y no de un precio especifico observado en una
sola fecha. Esto ocurre con frecuencia en materias primas, energfa, divisas y tasas de interés, donde los contratos
comerciales, presupuestos o flujos de efectivo suelen estar ligados a precios promedio mensuales o trimestrales.
Por esta razén, las opciones asidticas son instrumentos ttiles para cubrir riesgos de mercado sin concentrar toda
la cobertura en el precio de un tnico dia.

En empresas como Pemex, sus ingresos por venta de crudo estdn expuestos al precio internacional del petréleo,
pero su planeacién financiera depende del comportamiento promedio del precio durante el periodo en que se
realizan ventas, compras, ajustes presupuestales o programas de cobertura, no depende solamente del precio
al cierre de un trimestre. De hecho, Pemex reporta el uso de instrumentos financieros derivados, incluyendo
opciones de crudo clasificadas como instrumentos de cobertura en su informacién financiera de 2024 ante la
Securities and Exchange Commission (PEMEX Consolidated, 2024).

Pemex muestra que el resultado contable de los derivados puede ser positivo o negativo, segtin el movimiento de
los precios y las condiciones de los contratos. En sus estados financieros dictaminados de 2025, Pemex reportd
un rendimiento neto por instrumentos financieros derivados de 21,587,903 miles de pesos en 2025, frente a un
costo neto de 27,594,230 miles de pesos en 2024; para opciones de crudo, reporté 2,288,069 miles de pesos en
2025 y —898,527 miles de pesos en 2024 (Petréleos Mexicanos, 2025). No es que la cobertura sea favorable o
desfavorable por si misma, ya que su funcién es transformar el perfil de riesgo. Si una empresa quisiera protegerse
contra una caida sostenida en el precio promedio del petréleo, una put asidtica podria ser mds representativa que
una put vanilla, porque su pago dependeria del promedio observado y no inicamente del precio final. Este tipo de
derivado reduce la posibilidad de que un movimiento extremo en una sola fecha determine toda la compensacién
de la cobertura.

Una vez notada la importancia de este tipo de instrumentos, el problema a resolver consiste en valuar opciones
asidticas de venta con promedio geométrico y aritmético. El promedio geométrico permite obtener una fér-
mula cerrada, mientras que el promedio aritmético requiere una aproximacién por momentos. Finalmente, los
resultados se comparan con la prima de una opcidén vanilla europea con los mismos parimetros.
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2. Hipétesis utilizadas

El caso de estudio consiste en valuar una opcién put asidtica escrita sobre un activo subyacente con precio inicial
So = 80, precio de ejercicio K = 85 y plazo de vencimiento de tres meses. Se supone una tasa libre de riesgo anual
der =5 %, un costo de acarreo anual de b = 8 % y una volatilidad anual de o= = 20 %. En unidades anuales, el
plazo es T = 0.25. Por tanto, los parimetros del modelo son

So = 80, K =385, r =0.05, b =0.08, o =0.20, T =0.25. (1)

Primero se obtiene la prima de la put asidtica con promedio geométrico. Después, usando la misma informacién
de mercado, se calcula la prima de la put asidtica con promedio aritmético mediante una aproximacién por
momentos. Finalmente, ambas primas se comparan con la prima de una put europea vanilla valuada bajo el
modelo generalizado de Black—Scholes con costo de acarreo.

El propésito de la comparacion es analizar la relacién de orden entre las primas

Pt P geom» Pyanillas (2)

donde Py corresponde a la put asidtica aritmética, Pgeom a la put asidtica geométrica y Pyapilla a la put vanilla
europea. En particular, se verifica si los resultados numéricos satisfacen

Pyt < P geom < Pyanilta- (3)

3. Metodologia

3.1. Naturaleza financiera de una opcion asidtica

Una opcién asidtica es un derivado dependiente de la trayectoria, porque su pago no se determina tinicamente
por el precio final del subyacente S, sino por algiin promedio de los precios observados durante la vida del
contrato. Esta caracteristica la distingue de una opcién europea vanilla, cuyo pago depende solamente del valor
del subyacente en la fecha de vencimiento.

Conviene separar dos clasificaciones. La primera corresponde al sentido del derecho: una opcién puede ser call,
si otorga exposicion alcista, o put, si otorga proteccién frente a caidas del subyacente. La segunda corresponde a
la forma en que interviene el promedio. Una opcidn asidtica puede ser de average price, cuando el promedio
sustituye al precio del subyacente dentro del pago, o de average strike, cuando el promedio sustituye al precio de
ejercicio. En este trabajo se consideran puts asidticas de tipo average price. Por tanto, el pago al vencimiento tiene
la forma

max{K — St,0}, (4)

donde K es el precio de ejercicio y St representa el promedio relevante del subyacente durante el periodo. En
particular, S7 puede ser el promedio aritmético A7 o el promedio geométrico Gr.

La Figura 1 muestra un ejemplo de una put asidtica sobre petréleo. La trayectoria simulada cae durante el periodo
y el precio promedio observado queda por debajo del precio de ejercicio; por ello, la put asidtica genera una
compensacién positiva igual a K — A7. Ademds, se muestra el promedio geométrico G, que es menor que el
promedio aritmético Ar.

La dependencia respecto al promedio modifica el perfil de riesgo del derivado. Una put vanilla europea concentra
toda la exposicién en el precio terminal S7; en cambio, una put asidtica distribuye la exposicion sobre la trayectoria
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Put asidtica sobre petréleo: proteccién ante caida del precio promedio

La put paga 1.26

74 === Precio del petréleo S;
— = Precio de cjercicio K =78.00
----- Promedio aritmético observado A7=76.74
----- Promedio geométrico obscrvado Gr=76.70
@  Precio final S7=75.66
Pago de la put aritmética: K — A7=1.26
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Figura 1: Ejemplo de una put asidtica sobre petréleo. Se muestran el precio de ejercicio K, el promedio aritmético A7, el promedio geométrico Gt y el
precio final St. Fuente: elaboracién propia.

completa del subyacente. Por esta razén, los movimientos extremos ocurridos en una sola fecha tienen menor
efecto sobre el pago final. En términos financieros, el promedio suaviza la variabilidad del subyacente que entra
en la funcién de pago y, por ello, bajo condiciones comparables, una opcidén asidtica suele tener una volatilidad
efectiva menor y una prima inferior a la de una opcién vanilla equivalente.

3.2. Marco probabilistico de valuacién

Formalmente, el modelo se construye sobre un espacio de probabilidad filtrado
(99 7:’ (?;)OSIST’]P) ’ (5)

donde Q es el espacio muestral, ¥ es una o-dlgebra de eventos, IP es la medida histérica, y (%7)o<;<7 €s una
filtracién que representa la informacién disponible en el mercado a través del tiempo. En particular,

Fs CF CF, 0<s<t<T. (6)

El proceso de precios del subyacente se denota por

(St)OStST- (7)

Donde este proceso es adaptado a su filtracién; es decir, para cada t, la variable aleatoria S; es ;-medible. Esto
significa que el precio del subyacente en el tiempo # es conocido con la informacién disponible hasta ese instante.
Asimismo, el pago del derivado al vencimiento, denotado por Hr, es una variable aleatoria F7-medible, pues
depende de la informacién acumulada hasta T'.

La valuacidn se realiza bajo una medida neutral al riesgo, denotada por Q. Esta medida es una probabilidad
definida sobre (Q, ), equivalente a la medida fisica P, lo cual se escribe como

Q~P (8)

La equivalencia Q ~ P significa que ambas medidas asignan probabilidad cero a los mismos eventos, aunque no
necesariamente asignan la misma probabilidad a cada escenario. Bajo Q, los precios descontados de los activos
son martingalas respecto de la filtracién (¥;) en ausencia de arbitraje (Shreve, 2004).
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Por ejemplo, si B; denota la cuenta bancaria libre de riesgo y la tasa libre de riesgo r es constante y continuamente
capitalizada, entonces
B t =€ rt . (9)

En el caso mds simple, sin dividendos ni costos de acarreo, el precio descontado del subyacente se define como

St = B_t = e_rtSt. (10)
La condicién martingala bajo Q exige que
EQ[§T|7§] =S, 0<i<T. (11)
De forma equivalente,
Si = e "TUER[ST | 7. (12)

Esta igualdad expresa que, bajo la medida neutral al riesgo, el precio actual del activo coincide con el valor presente
de su valor futuro esperado. Por tanto, Q no elimina la incertidumbre del mercado; modifica las probabilidades
de los escenarios para que el crecimiento esperado descontado sea consistente con ausencia de arbitraje.

En el modelo generalizado de Black—Scholes utilizado para las opciones asidticas, se permite que el subyacente
tenga un costo de acarreo constante b. Bajo la medida neutral al riesgo, se supone entonces que S; sigue un
movimiento geométrico browniano de la forma

ds
S—f =b dr + o W2, (13)

t

donde o > 0 es la volatilidad anual del subyacente y WtQ es un movimiento browniano bajo Q. De manera
equivalente,
ds; = bS; dt + oS, dW2. (14)

La solucién explicita de esta ecuacién diferencial estocdstica es

1
S; = Spexp [(b - 50'2) t+ O'WtQ] , (15)

donde b determina la deriva neutral al riesgo del subyacente, mientras que r determina el descuento de los pagos

futuros. Por ello, las férmulas de valuacién contienen simultineamente el factor de descuento e 7 y el factor de

crecimiento ajustado e(?~")7T,

Por ausencia de arbitraje, si Hr es el pago de un derivado al vencimiento, su precio en ¢ = 0 se obtiene como
Vo = e T E[Hr], (16)

siempre que el pago sea replicable dentro del mercado considerado, es decir, que exista una estrategia de inversién
en activos disponibles que genere el mismo pago Hr al vencimiento.

La dificultad sobre la valuacién depende de la forma especifica de este promedio. Si S7 = G, el logaritmo del
promedio geométrico es normal y existe una férmula cerrada. Si Sr=Ar,el promedio aritmético es una integral
de variables lognormales correlacionadas y no tiene una distribucién lognormal exacta; por ello se utiliza la
aproximacién por momentos de Turnbull-Wakeman.



ID: 175199 LAT 4092 Temas Selectos 3 5

3.3. Putasidtica con promedio geométrico

El promedio geométrico continuo es

1 T
Gt = exp (T/ InS, du) . (17)
0

Como In S, es gaussiano y la integral temporal es una transformacién lineal, In G también es gaussiano. Esto
permite escribir una férmula tipo Black—Scholes con pardmetros ajustados, siguiendo la valuacién de opciones
asidticas de promedio geométrico de Kemna and Vorst (1990):

O'G:%, bG=%(b—%2). (18)
Los umbrales normales son
09 = In(So/K) + (bg + %Ué)T, 09 = dO - o oNT. (19)
oo\NT
La prima de la put geométrica estd dada por
PG = Ke " Td(-df) - Spe?c =T d(-d%). (20)

Con los parimetros considerados:
oG = 11.5470 %, bg = 3.6667 %, In(So/K) = —0.060625,

d¥ =-0.862410,  dY =-0.920145,  ®(-d{) =0.805769,  ®(-dY) = 0.821252.

La prima de la put asidtica con promedio geométrico es

PG = 4.6922.

3.4. Putasidtica con promedio aritmético

El promedio aritmético continuo es

1 T
Ar = —/ S, du. (21)
T Jo

A diferencia de G, el promedio A7 no es lognormal de manera exacta. La aproximacién de Turnbull and
Wakeman (1991), también presentada por Hull (2018), consiste en construir una variable lognormal equivalente
que iguale los dos primeros momentos del promedio aritmético:

E[Ar] = M), E[AZ] = M,. (22)
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Para costo de acarreo constante b # 0, el primer momento es

et —
My =S 2
1=S0—= (23)
El segundo momento usado en la versién Hull/ Turnbull-Wakeman es
252 e(2b+o—2)T -1 ePT —
M, =2 - . (24)
T2 | (b+02)(2b+0?) b(b+0?)

La varianza lognormal efectiva se define como
1 M,
O'i = Tln (W)’ = Jo‘i (25)

Los parimetros normales de la aproximacién son

In(M,/K) + 30°2T

at . dY=dt—oaVT. (26)
: oaVNT o
La prima aproximada de la put aritmética estd dada por
Pa~e T [KD(-dy) — Mi®(-d})]. (27)

Con los parimetros considerados:
M, = 80.805360, M, = 6551.435171, O'i =0.013411, o =0.115807,

dit = -0.845054, ds = -0.902957, ®(—d?) = 0.800960, ®(-d3) = 0.816726.

La prima aproximada de la put asidtica con promedio aritmético es

P4 =4.6415.

3.5. Put vanilla con costo de acarreo

Para la comparacidn, se valda una put europea vanilla con los mismos datos So, K, 7, b, o, T. Los pardmetros
Black—Scholes con costo de acarreo se obtienen de la extensién estindar del modelo lognormal de Black and
Scholes (1973), como se presenta en Hull (2018):

e In(So/K) + (b + 1oH)T
1 O'\/T ’

dy =dY - oVT. (28)

La prima de la put vanilla estd dada por

Py = Ke " To(-dY) - Spe'> " Td(-d)). (29)
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Con los parimetros considerados:

d} =-0.356246,  d) =-0.456246,  ®(-d})=0.639172,  ®(-d)) = 0.675894.

Por tanto, el precio de una put vanilla con costo de acarreo es

Py =5.2186.

4. Resultados

4.1. Comparacién y relacién de orden

Las tres primas reflejan cudnta exposicion conserva cada instrumento frente a movimientos adversos del subya-
cente. La put vanilla depende directamente del precio terminal S7. Por tanto, si al vencimiento el subyacente
termina muy por debajo del precio de ejercicio, todo ese movimiento negativo entra directamente en el pago, lo
que genera una compensacion mayor, haciendo que la prima de la put vanilla sea mis alta.

En cambio, una opcidn asidtica no depende sélo del precio final, sino de un promedio de precios observados
durante la vida del contrato. Ese promedio suaviza la trayectoria, una caida fuerte al final puede quedar compen-
sada por precios anteriores mds altos. Por esta razdn, la volatilidad del promedio es menor que la volatilidad del
precio final, lo que reduce el valor esperado del pago de la put asidtica y, por ende, su prima. Por tanto, se espera
que las primas de las puts asidticas P4 y PG sean menores que la prima de la put vanilla Py .

Entre las dos opciones asidticas, la put geométrica resulta ligeramente mds cara que la put aritmética porque el
promedio geométrico es menor que el promedio aritmético por la desigualdad aritmético—geométrica, gque se
demuestra a partir de (x — y)? > 0. Como una put paga mds cuando el precio que entra en el pago es menor,
usar el promedio geométrico genera una base mds favorable para el comprador de la put. En consecuencia, se
espera que la put geométrica tenga una prima mayor que la put aritmética.

Esta intuicién puede formalizarse mediante mediante definir a A7 y Gt el promedio aritmético y el promedio
geométrico del subyacente durante la vida de la opcién. Como los precios del subyacente son positivos, se cumple,
trayectoria por trayectoria (es decir, para cada realizacién de la trayectoria del subyacente),

Ar > Gr. (30)

Por otro lado, la funcién de pago de una put es decreciente respecto al argumento promedio. Es decir, si x; > x»,

entonces
max{K —x1,0} < max{K — x,,0}.

Al aplicar esta propiedad a A1 y G, se obtiene
max{K — Ar,0} < max{K — Gr,0}. (31)
Por lo tanto, al descontar y tomar esperanza bajo la medida neutral al riesgo,

Py =e "TEQ®[max{K - A7,0}] < e"TE?[max{K — G7,0}] = Pg. (32)
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La comparacién contra la put vanilla no proviene de una desigualdad trayectoria por trayectoria tan directa,
porque St puede estar por encima o por debajo del promedio de la trayectoria. Sin embargo, para los pari-
metros del ejercicio, el efecto de suavizamiento de las opciones asidticas reduce su valor frente a la put vanilla.
Numéricamente, se obtuvo

P4 =4.6415, Pg =4.6922, Py =5.2186.

Por tanto, se verifica la relacién de orden
P4 < Pg < Py. (33)

En conclusidn, la relacién de orden P4 < PG < Py . si se cumple para los pardmetros del caso de estudio:

Pait = 4.6415 < Pgeom = 4.6922 < Pyapina = 5.2186.

5. Conclusiones

El caso de estudio muestra que las opciones asidticas son relevantes por la forma en que representan riesgos
econémicos reales. En muchos mercados, especialmente en materias primas y energia, las decisiones financieras
no dependen tdnicamente del precio observado al vencimiento, sino del comportamiento promedio del activo
durante un periodo. Por eso, una opcién asidtica puede ser una cobertura mds cercana al riesgo operativo de una
empresa que una opcion vanilla.

El promedio geométrico permite una férmula cerrada porque el logaritmo del promedio es normal bajo mo-
vimiento geométrico browniano (Kemna and Vorst, 1990). En cambio, el promedio aritmético requiere una
aproximacién porque una integral de lognormales correlacionadas no es lognormal exacta. La aproximacién
Turnbull-Wakeman/Hull resuelve esta dificultad prictica mediante igualacién de momentos (Turnbull and
Wakeman, 1991; Hull, 2018).

Con los pardmetros considerados se obtuvo la relacién
Parit =4.6415 < Pgeom =4.6922 < Pvanﬂla = 5.2186.

Esta relacién confirma la intuicién de que la opcién vanilla es mds cara porque conserva toda la exposicién al
precio terminal; las asidticas, en cambio, suavizan la trayectoria mediante un promedio y reducen la volatilidad
efectiva del activo que entra en el pago. Ademds, entre las dos asidticas, la put geométrica resulta mds cara que la
aritmética porque el promedio geométrico no excede al promedio aritmético, lo que aumenta el pago esperado
de una put.

El ejemplo de Pemex ayuda a interpretar el resultado de como una empresa expuesta a cambios en el precio del
subyacente puede usar derivados para transformar su perfil de riesgo, y aunque el resultado contable de esos
instrumentos puede ser positivo o negativo dependiendo de la evolucién del mercado, la finalidad de la cobertura
no es maximizar el resultado del derivado, sino reducir la incertidumbre de los flujos de efectivo y hacer més
estable la planeacidn financiera.

La valuaci6n de estos instrumentos permite asignar una prima consistente con el riesgo modelado, pero la eleccién
del derivado depende del riesgo que se desea cubrir. Si el riesgo econémico estd asociado a un precio final, una
opcién vanilla puede ser adecuada; si estd asociado a un precio promedio durante el periodo, una opcién asidtica
puede representar mejor la exposicién real. Esta es precisamente la importancia de los derivados exéticos: adaptar
el contrato financiero a la forma concreta en que aparece el riesgo en la operacién de una empresa.
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