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Introduccién y Motivacién



Contexto: Opciones Asidticas

¢Qué son? Aplicaciones:
* Derivados cuyo payoff depende del del precio del activo * Commodities: Petrdleo, gas, metales
* Mds comunes que opciones europeas en ciertos mercados * Cobertura: Flujos continuos

* Gestién de riesgo: Reduce volatilidad
Payoff (Call asidtica):

Payoff = mix (S7 — K, 0) Ventaja clave
Menor costo que opciones europeas
e T . .
donde Sy = L [1'S, dt (promedio continuo
7Jo p



Probler uarial

Valorar opciones asidticas cuando los pardmetros del proceso estocdstico (1, o) son e inciertos.

Enfoque Clisico (MLE): Enfoque Bayesiano (MCMC):
X Estimaciones puntuales V' Distribuciones completas
X Ignora incertidumbre v’ Cuantifica incertidumbre
X Subestima riesgo V' Propaga riesgo al precio

Objetivo del Proyecto
Implementar Metropolis—Hastings para inferencia bayesiana de parimetros y valoracién robusta de opciones asidticas



Modelo Estadistico




Modelo del Activo Subyacente

Proceso estocistico: Geometric Brownian Motion (GBM)

ds; = uS;dt + oS dW,

* pu: drift (retorno esperado anualizado)
* o volatilidad (desviacién estindar anualizada)

e J¥;: Movimiento Browniano estdndar

Discretizacién (Lema de Ito):

Aplicando a log S;:

0 = (u, o) usando datos de log-retornos observados



Modelo Bayesiano

Verosimilitud
Dada una muestra de 7 log-retornos r = (F1y ey 7n):

T 1 (rs — m)?
ptel o) =11 o ew (-%52r)

donde m = (,LL - ”2> At

2
Priors (no informativos): Posterior (Teorema de Bayes):
o~ N(O, 1) Pl o [x) o< p(r [ py o) X p(p) X plo)

o ~ InvGamma(2,0,1)

= Requiere métodos MCMC



Método de Metropolis—Hastings



Fundamento del Algoritmo

Objetivo: Generar muestras de la distribucién posterior p(6 | y) cuando solo conocemos p(6 | y) hasta una constante normalizante.

Idea Central
Construir una cuya distribucién estacionaria sea la posterior deseada.

Componentes clave:

1. Distribucién objetivo: 7w(6) = p(0 | y) (posterior)
2. Distribucién de propuesta: ¢(6* | (1))

3. Razén de aceptacién: o que garantiza balance detallado

Bajo condiciones regulares, la cadena converge a la distribucién posterior sin importar el punto inicial.



Algoritmo de Metropolis—Hastings

Algorithm 1 Metropolis—Hastings

1: Inicializar 6(°)
2 fort = 1to Ndo
3 Proponer 0* ~ g(0* | 9(’—1))

4 Calcular razén de aceptacion:

* (r—1) )
a=min | 1, 20" 1) 9(0 | 6
PO | 5)g(019¢=1)

s:  Generar # ~ Uniform(0, 1)
6 if u < athen

00 = g~

8 else

9 00 = p¢=1)  (rechazar)
10:  endif

11: end for

Propuesta Random Walk: 0* = 00—1) ¢, e~ N(0,%)
= Simétrica: ¢(0* | 0) = ¢(0 | 0*) = Se simplifica o



Configuracién de la Implementacién

Datos Simulados:

® Herue = 0708

® Otrue = 0725
° S(] =100
e T'=1lafo

* n = 252 observaciones
Parimetros MCMC:

e Iteraciones: 30,000

* Burn-in: 5,000

* Propuesta SD: [0.01, 0.01]

Resultado
Tasa de aceptacion: 72.1 %

Trayectoria del Precio del Activo Subyacente

2
&

Tiempo (afios)

Figura 1: Trayectoria simulada del activo subyacente

(rango ideal: 40-70 %)



Resultados



Diagnésticos MCMC: Convergencia

Traceplot - n
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Figura 2: Traceplots de los pardmetros pt y 0. Convergencia alcanzada después del burn-in.

e / Cadena de o mezcla bien

* ! Cadena de p muestra alta autocorrelacion (exploracién lenta) 10



Distribuciones Posteriores
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Figura 3: Distribuciones posteriores marginales con intervalos creibles del 95 %
gu P g

* Volatilidad o: Estimacién muy precisa, IC estrecho

* Drift p: Mayor incertidumbre, IC amplio (consistente con teorfa)



Resultados Numéricos

Cuadro 1: Estimaciones Bayesianas vs. Cldsicas (MLE)

Pardmetro  Verdadero  Media Post. IC95% MLE
1 (drift) 0.0800 0.2041 [~0,15,0,59]  0.0629
o (vol.) 0.2500 0.2422 [0,22,0,26]  0.2413

Observaciones Clave
* MLE y media bayesiana casi idénticos para o
. : refleja incertidumbre no capturada por MLE

* IC para p muy amplio: dificil estimar retorno esperado con datos limitados



Diagnésticos MCM utocorrelacién
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Figura 4: Funciones de autocorrelacién para ambos parimetros
Tamano Efectivo (ESS): Implicacién:
* (:258/25,000 X Alta autocorr. en f1

* 0:2,601 /25,000 V' Buena mezclaen o



Distribucién Conjunta Posterior

Posterior conjunta (n, o)
029
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Figura S: Distribucién conjunta posterior (1, o). Correlacién débil entre pardmetros.

* Estrella roja: Valores verdaderos
. : Media posterior

* Nube de puntos: Regién de alta probabilidad posterior



Aplicacién: Valoracién de Opciones




Valoracién de Opcién Asidtica

Especificacién de la opcidn:
* Tipo: Call asidtica (promedio aritmético continuo)
* So = 100, K = 100 (at-the-money), 7 = 1 afio, 7 = 3%
Metodologia:
1. Para cada muestra posterior (11, o))
2. Simular 1,000 trayectorias del precio (Monte Carlo)

3. Calcular precio de la opcién

4. Obtener distribucién posterior del precio

Cuadro 2: Resultados de Valoracién

Método Precio ($) SD/SE IC 95 %
Pardmetros Verdaderos 7.74 0.10 —
Estimacién MLE 7.16 0.10

Inferencia Bayesiana 14.11 9.76 [2.39,35.11]




Distribucién Posterior del Precio

Posterior del Precio de la Opcidn Asiatica Call
]
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Figura 6: Distribucién posterior del precio de la opcién asidtica. Bimodal y muy dispersa.

iEnorme Incertidumbre!

IC 95 %: [$2.39, $35.11] = El precio podria ser hasta 5 veces mayor que la estimacién MLE



Interpretacién Actuarial

Implicaciones para Gestion de Capital
1. MLE subestima riesgo: Precio puntual $7.16 ignora incertidumbre
2. Capital requerido: Usar percentil 95 % ($35.11) = Sx mayor
3. Pricing conservador: Percentil 75-90 ($17-$25) como precio de venta

4. Reservas: Necesarias significativamente mayores que sugiere MLE

Medidas de Riesgo: Fuente de incertidumbre:
* VaRgs o = $35.11 * Principalmente: drift 41

* ESg5¢, ~ $38 * alto = trayectorias crecientes = payofts grandes



Comparacién: Bayesiano vs. Cldsico

Cuadro 3: Enfoque Bayesiano vs. MLE en Valoracién

Aspecto MLE (Clésico) Bayesiano (MCMC)
Estimacién Puntual: $7.16 Distribucién: $14.11 + $9.76
Incertidumbre No cuantificada IC: [$2.39, $35.11]

Capital requerido $7.16 $35.11 (perc. 95 %)
Decisiones Potencialmente riesgosas Conservadoras y robustas
Gestion de riesgo Inadecuada

El enfoque cldsico el riesgo real de la posicion.



Conclusiones




Conclusiones Principales

1. Exito de la Implementacién
V' Algoritmo M-H implementado desde cero en Python

V' Convergencia verificada con tasa de aceptacién 6ptima (72 %)

V' Diagnésticos MCMC confirman calidad de las muestras

2. Valor del Enfoque Bayesiano
V' Cuantifica incertidumbre paramétrica completa
V' Revela riesgos ocultos no capturados por MLE

V' Permite decisiones robustas en gestion de capital

La valoracién cldsica (MLE) puede llevar a , exponiendo a la institucién a riesgos

catastréficos.



Limitaciones y Trabajo Futuro

Limitaciones: Extensiones:
* Alta autocorrelacién en g ¢ Volatilidad estocdstica (Heston)
* Datos sintéticos (idealmente: datos reales de mercado) * Saltos (Merton)
* Modelo simple (GBM) * Opciones sobre canastas

¢ Modelos multivariados
Mejoras Posibles:

* Hamiltonian MC (HMC) Aplicaciones Adicionales:
* Reparametrizacién * Reserving bayesiano
* Propuestas adaptativas * Modelos de credibilidad

* Riesgo de crédito

* Pérdidas agregadas

20



Relevancia Actuarial del MCMC

¢Por qué MCMC es esencial en Actuaria moderna?
1. Complejidad creciente: Modelos sin soluciones analiticas
2. Requerimientos regulatorios: Solvencia II, ORSA
3. Gesti6n de riesgos: Cuantificacién completa de incertidumbre

4. Robustez: Decisiones que resisten incertidumbre de modelo

Areas de aplicacién:

* Reservas técnicas (Chain Ladder bayesiano)
* Pricing de productos complejos

* Modelos de dependencia (cépulas)

* Riesgo operacional y catastréfico

* Stress testing y andlisis de escenarios

Metropolis—Hastings es una herramienta fundamental que todo actuario debe dominar para enfrentar los desafios del siglo XXI.

21



ntribuciones del Proyecto

Logros Técnicos
1. Implementacién completa de M—H sin librerfas especializadas
2. Aplicacién a problema actuarial realista (opciones asidticas)
3. Anilisis exhaustivo con 6 visualizaciones de calidad

4. Comparacion rigurosa: Bayesiano vs. Clasico

Aportaciones Conceptuales
* Demostracion de subestimacién de riesgo en métodos puntuales
* Cuantificacién de impacto financiero de incertidumbre paramétrica

* Metodologia replicable para otros derivados y productos

Cédigo y Documentacién
* Cédigo Python documentado (500+ lineas)
* Reporte técnico LaTeX (18 péginas)

* 9 referencias académicas



iGracias!

Preguntas y Comentarios
gu y
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Apéndice: Detalles Técnicos del Cédigo

Estructura del cédigo Python (500+ lineas):

1. Generaci6n de datos: Simulacién GBM con pardmetros conocidos
. Funci6n log-posterior: Likelihood + Priors

. Algoritmo M—H: Implementacién desde cero con Random Walk

W N

. Diagnosticos: Traceplots, autocorrelacién, ESS

w

. Valoracién: Monte Carlo para opciones asidticas

6. Visualizacién: 6 grificas de alta calidad

Herramientas utilizadas:

* NumPy (cdlculos numéricos y dlgebra lineal)
* SciPy (distribuciones de probabilidad)
* Matplotlib (visualizacién)

* Pandas (manejo de datos tabulares)



Apéndice: Fragmento de Cédigo (Log-Posterior)

def log_posterior(theta, log_retornos, dt):
3 Calcula el log de la posterior (hasta constante normalizante)
4 theta = [mu, sigmal

6 mu, sigma = theta

8 # Restriccién: sigma > 0

9 if sigma <= 0:
0 return -np.inf

3 media_retornos = (mu - 0.5 * sigma*%2) * dt

i var_retornos = sigma**2 * dt

6 log_lik = -0.5 * len(log_retornos) * np.log(2 * np.pi * var_retornos)
log_lik -= 0.5 * np.sum((log_retornos - media_retornos)**2) / var_retornos

# Log-prior para mu: N(0, 1)

log_prior_mu = -0.5 * np.log(2 * np.pi) - 0.5 * mu**2

22 # Log-prior para sigma: InverseGamma(2, 0.1)
alpha, beta = 2, 0.1
log_prior_sigma = alpha * np.log(beta) - (alpha + 1) * np.log(sigma) - beta / sigma

26 return log_lik + log_prior_mu + log_prior_sigma




Apéndice: Férmulas Adicionales

Razén de aceptaciéon (Random Walk simétrico):

Como g(0* | 00) = ¢(0) | 0*), se simplifica a:

. 207 | 9) ) . . ©
= 1,2 ) = 1 logp(0 — logp(0
o = min ( LS00 | ) min ( , €Xp <ogp( | y) — logp( \y)))

Tamafio Efectivo de Muestra (ESS):

Aproximacién mediante autocorrelacién:

N

ESS " ———%——
1 +22k:1 Pk

donde py, es la autocorrelacién en lag k.
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